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1 General issues

1.1 Matter source

We consider gerfect fluidmatter source with lineay-law equation of stateThe H-normalised matter variables
relative to arH-normalised future-directed timelike reference congruéaaeQ and

1
P= G—+[<v—1>+(1—%v) M+vi+v)]Q Gii=1%(y—1)(V+V3+V%)
QlZG—erQvl QZZG—ersz Q3:G—V+QV3
Y Y
”11=£Q(2V§—V§—V§) ”22ZEQ(2V§—V§—V§) ”33=@ (25— Vi —3)
|_|12: éQV1V2 |_|23: &QV2V3 |_|31: éQVng

1.2 Lagrangean and Eulerian viewpoints

The H-normalised frame derivatives af@ }a—0123 = {00,0a }a=123. We can choose between two different
viewpoints to express them relative to a local coordinate Haki$;—o0,123 = {0,0i }i=1,23.

(i) The Lagrangeafiuid-comoving viewpointvhich is specified by
V=0 = Q=0 nNg=0,

defines .
8 :=M 1o dq == Eq' (M0 +05) ,

where M denotes theH-normalised threading lapse function aktl the coordinate components of the
dimensionless threading shift 1-form field. Without loss of generality we cardtdke= 0 (cf. Ref. []).

(i) The Eulerian(3+1)-slicing viewpointwhich is specified by
W%=0,

defines ' .

9 :=A "1 —N0a) 9, :=E,'0;,
whereA( denotes théd-normalised lapse function amd the coordinate components of the dimensionless
shift vector field.
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2 EQUATION SYSTEMS

2 Equation systems

2.1 Constraint equations
Commutator constraint equations
0 = (02—12—A2—N31)83—(83—r3—Az+Ni2)02—N110; — 2W1 09

0 = (03—r3—A3—Ni2)01— (01 —r1—A1+N23)03—N20> — 2Ws 09

0 = (01—r1—A1—Ng3)82— (82 —r2— Az +Ng1) 81 — N33d3 — 2W30
GauR constraint equation (iff W= 0):
0 = 1+3(201—2r1—3A1)A1+3(202—2r,—3A;) Ao+ 3 (205 — 2r3— 3A3) Ag
- %2 (N2, + N2, + N23 — 2N31N2o — 2NpoNa3 — 2Na3Nyg) — % (N2, +N2;+N2))
— (24 + 35, + 353+ 252, + 255, + 235)) — Q- Qp
+ 1 (WL —2Ry) Wi + 1 (Wo — 2Ro)Wo + £ (W5 — 2R3) W4
Codacci constraint equations (iff W= 0):
0 = (01—r1)(2—211) — (02— r2) (Z12+Ws) — (03— r3) (231 — W)
+ 3A1Z11+ (3A2 — Na1) Z12+ (3A3 + N12) Z31 + (N22 — Na3) 223 — No3 (222 — Z33)
— 3Q1+ N1 Wi — (2Up — Ay — N3p) Wa + (2U3 — Ag — Nyo) Wb

0 = (02—r2)(2—320)—(03—r3) (Zo3+Wy) — (01 —r1) (Z12—WB)
+ 3A2222+ (3A3 — Ni2) 223+ (3A1 4+ N23) 212+ (Naz — N11) Z31 — N3 (X33 — Z11)
— 3Q2+ NooWb — (2Uz — Az — Ni2) Wi + (2U1 — Ap — Nog) Wa

0 = (03—r3)(2—2Z33) — (@1 —r1) (X312 +Wo) — (B2 —r2) (Z23—W4)
+ 3A3 333+ (3A1 — N23) 231+ (3A2 + Na1) 223+ (N11 — N22) 12 — Nio (311 — 222)
— 3Qs+NagWs — (2Ug — A — Npg)Wo + (2Up — Ap — Nag) W4
First Jacobi constraint equations
0 = (01—r1—2A1)N11+ (02 —r2) (A3 +Ni2) — (03 —r3) (A2 —N31) — 2(A2N12+ A3zNay)
+2(1+Z11)Wi 4+ 2(Z31+ Ro)Ws + 2(Z12— Ry) Vb

0 = (02—r2—2A2)Npo+ (03 —r3) (A1 +Na3) — (01 —r1) (A3 — Ni2) — 2(AsNa3+ A1 Ni2)
+2(14Zp2)Wo+2(Z124+ R)Wi +2(Z23— Ri)Ws

0 = (03—r3—2A3) N33+ (01 —r1) (A2 +Na1) — (02 —r2) (A1 — No3) — 2(A1 N3z + A2 No3)
+2(1+Z33) W5 +2(Z23+ R)Wo + 2(Z31 — Rp)Wa
Second Jacobi constraint equation
0 = (81—r1—Us—2A))Wi+ (82— 12— Up — 2A5)Wo + (83 — 13 — Uz — 2A3) W4
Constraint equations foRn:
0 = (01—2r1)Qn

0 = (02 — 2I’2) Qp

0 = (63—2r3)Q,\
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Remark: Note that for the (3+1)-slicing viewpoint (i.e., when tHenormalised future-directed timelike reference
congruencd is hypersurface orthogonay® = 0) the components of the frame gauge source functithand
RY do not show up in the constraint equations.

2.2 Evolution equations

Deceleration parameter

q = 3(23,+35,+3%;+252,4+ 253, +253)) + 1 (Q+3P) — Qn — Z(W2 +WZ + WD)
— 2(@1—r1+Up—2A1)U; — 2 (82 — 12+ Uy — 285)Up — £ (83— r3+Us — 2A3) Us

Evolution equations for & and gauge constraint equatians

3001 = (q—211)01— (Z31—Wo —Rp) 83— (Z12+W5+R3) 82 +0180 — (r1 —U1) o
000, = (q—322)02— (Z12—W5—R3)d1 — (Zo3+Wi +Ry) 3+ 0280 — (r2—U2) 8o

0003 = (0—33)03— (T3~ Wi —Ry) — (Z31+Wo+ Rp) @1 + 8380 — (13— Us) 8o
Evolution equations for &
A1 = (d—Z1)A1—3(0@1—r1+U1)(2— 1)
+ %(62_ I'2+Uz—2A2) (Z12+Ws+R3) + 2_2L (03— I’3+Ug—2A3) (Z31—Wo — Ry)

00A = (A—322)Ac—3(82—12+U2) (2—32)
+ (83— r3+Us—2A3) (Zo3+Wh + Ry) + 3 (81— r1+Uy — 2A1) (21— W5 — Rs)

00As = (q—333)As— 3 (83— r3+U3)(2—333)
+ 301 —r1+Up—2A1) (Z31+Wo + Ro) + 5 (82 — 12+ Uz — 2A;) (Z23— Wi — Ry)

Evolution equations fory:

dor1 = (9—211)r1— (Z31—We—Ra)r3— (Z12+Wa +Rg)ra+ (81 —r1+U1) (q+1)
o2 = (Q—222)r2— (Z12—Ws—Ra)r1 — (Z23+ W+ Ry)r3+ (82 —r2+Uz) (g4 1)
dorz = (q—333)r3— (Z23— Wi —R1)r2— (Z31+Wo +Ro)r1 + (83— r3+U3) (q+1)

Evolution equations for W
oW = (9—1+Z11)Wi+ (Z31+Ro)Ws+ (Z12— Re)Wo
— IN1U1+3 (82— 12— Ay —N31)Us— 3 (83— r3— A+ Ni2) Up

oW = (q—1+322)Wo+ (Z12+Rs)Wi+ (Z23— R1)Ws
— INp2Up+ 3 (83— r3—Ag—Ni2)Up — 3 (81— 11— As + Np3) Us

0oV = (q—1+Z33)Wa+ (Zoz+ Ri)Wo+ (Z31— Ro)Wy
— 3NagUs+ 5 (81— 11— A1 —Npz)Up — 5 (82— 12 — A+ Nag) Ug
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Evolution equations foEqg:
00311 = (9—2)11— 1 (2NZ — NZ, — NZ;+ 2Npo Nz — NagNig — NigNpo)
+ 5 (2NZ3— N§ —N$p) — 5[2(01 —r1) AL — (82— 12) Ap — (93— 13) Ag]
+ (@2 —r2+Uz—2A2) N3y — (83 —r3+Uz — 2A3) N2+ 2(Ro S31 — R Z12) + 3M 11
2[2(81 —r1+Ug+ AUy — (82 — 12+ Uz + Ag) Uz — (85 — 13+ Uz + Ag) Ug]
— Z(2R\Wy — RyWo — Rs\)

80322 = (4—2)322— 3 (2Ng, — N33 — NZ; +2Ng3N1g — NyaNop — N2 Ngs)
+ §(2NG —N§ — NZ3) — 4[2(82 —r2) A — (83— 13) Ag — (91 — 1) Aq]
+ (@3 —r3+ U3z —2A3)Nyp — (81 — 11 +Ug — 2A1) Nz +2(Rg 212 — Ry Z23) + 3M 22
+ 2[2(02—r2+Up+Ap)Up — (83— r3+Us +Ag)Us — (81— r1 +Up + A) Uy |
— 2 (2RWo — RsWs — R W)

00333 = (0—2)3a3— 1 (2N353— N — N2, + 2N11 Nop — NppNaz — NagNya)
+ 5 (NG — N33 —N3p) — 5283 —13) A — (81 — 1) Ay — (02— T2) Ag]
+ (@1 —r1+U1 — 2A1) Npg— (8 — 12+ Uz — 2A2) Na1 + 2 (Ry 223 — R Z31) + 333
2[2(83—r3+Us+Ag)Us— (81— 11+ Uy + A1) Uy — (82— 12+ Uz + Ag) Up
— 5 (2RsWs — R\, — R, W)

00312 = (0—2)Z12+ (Na3— Np1—Nop) Ni2— 2NogNags — 3 (8 —r1) Ao — 3 (82— 12) A
(@3 —r3+U3 — 2A3) (N1 — Np2) — 2 (81 — 1+ Uy — 2A1) N3y

(@2 —r2+Uz — 28%) No3 + Rs (211 — 522) — Ry Za1 + Re o3+ 3M12

(

01— 11 +Us+A) Uz + 3 (82— r2+Up + Ap)Ug — (RiWb + RoWa)

—~
o]

+ o+ +
NI NI NI

00323 = (0—2)Z23+ (N11—Np2— Nag)Nps— 2NaiNio — 3 (82— 12) Ag — 3 (83— 13) Ay
(@1 —r1+Ug —2A1) (Np2— Nag) — 2 (82— 12+ Up — 2A9) Nip

(83 —r3+Uz — 2A3) Na1 + Ry (522 — Z33) — RoZ12+ Re 231+ 3o

(

02—I’2+U2+A2)U3+%(03—r3+U3+A3)Uz—(R2W3+R3W2)

—~
o]

+ o+ +
NI NI NI

00231 = (q —2) %31+ (Np2 — Nazg— N11) Ngz — 2Ni2Npg — 2 (83— 13) Ar — 5 (81— 11) As
(@2 —r2+Up — 2A7) (N33 — Ni1) — 2 (85— r3+ Uz — 2A3) Npg
(@1 —r1+Ug —2A1)Nip+ R (S35 — Z11) — Re 23+ Ry 212+ 3MMa1

+5 (03—I’3+U3+A¢,)U1+ 3 (01— r1+U1 + A1) Uz — (RsWy + Ry WB)
d3-adapted (1+2)-decomposition &fg:

Nl NI

2= 5 (2114— Z20) 211=24+ V35
o= 2\/ (211 —Z20) Tp=%; V3%
2y = lez 233= —22+
2= \/@ T12=3%
2= \/g So3=1/3%1
T31=13%

Squared scalar okqg:

2= (2 + 35, + 355+ 258, + 2555+ 235)) =55 +32 +52 +38+53
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Evolution equations for pg:

0oN11

0N

0oN33

9oN12

0oN23

0oN31

(0+2%11) N11

— (02— r2+U2 —2N31) (Z31+Wa + Rp) 4 (83 — r3+ Uz + 2Nio) (Z12 — W — R3)

(04 2222) N22

— (83— r3+U3 —2N2) (Z124+Ws + R3) 4 (81 — r1+ U + 2Na3) (Zo3— Wi — Ry)

(q+ 2233) N33

— (81 —r1+U1 —2Np3) (Z234+Wa + Ry) 4 (82 — ro+ Uz + 2N31) (231 —Wo — Ry)

(0—Z33) N12+ Z12 (N11+ N22) + (W5 + Rs) (N11 — Noo)
— 2 (@3—r3+U3) (S11— 522) + 3 (81 — 11+ U1+ 2Np3) (Z31 + Wo + Ry)
— 3(@2—r2+Uz—2N31) (Z23— Wi — Ry)

(9—Z11) Nog+ Z23 (No2 + Nag) + (Wa + Ry) (N22 — Na3)
— 3(@1—r1+U1) (Z22—Z33) + 5 (82 — r2+ Uz + 2Ng1) (Z12+Ws + Rs)
— 2 (83— r3+U3—2Npp) (Z31-Wo — Ry)

(0—222) N31 + 231 (N33 + N11) + (Wo + R2) (N33 — Ni1)
— (@2 —r2+Up) (Z33— Z11) + 3 (83— r3+ U3+ 2N1p) (T3 + Wi + Ry)
— (@1 —r1+U1 —2Np3) (Z12— W5 — Ry)

Evolution equation fof;

00Q

— (83— 2r3+2U3— 2A3) Q3
— (Z12M11+ Zoo Moo+ Z33M 33+ 2212 M12+ 235323+ 2331 M3)

Evolution equations for &

00Q1

00Q.

00Qs3

(20—2—-311) Q1 — (Za1 +Wo —Rp) Q3 — (Z12— W5 + R3) Q2 — (Q + P)Uy

+ (N22 — Na33) Ma3 — Nog (M2 — Maz) — (81 — 2r1) P— (81— 2r1 + Uy — 3A1) Myg

— (82— 2r3+ Uz — 32 +Na3g) M1z — (83 — 2r3 + Uz — 3A3 — Ni2) Mg

(20—2—322) Q2 — (Z12+W5—R3) Q1 — (23— Wi +Ry) Q3 — (Q+P) Uy

+ (N33 — Nyp1) Mag — Nag (Maz— M11) — (82 — 2r2) P— (82 — 2r2 + Uy — 3A2) Mo,

— (83— 2r3+ U3z — 3A3+ Ny2) Mz — (81 — 2r1 + Uz — 341 — Npg) M2

(20—2—233) Q3 — (Z23+W1 — R1) Q2 — (331 —Wa + Rp) Q1 — (Q+P) U3

+ (Ng1— N22) M1z — Nap (Mg — Mpp) — (83 — 2r3) P— (83 — 2r3 + Uz — 3A3) Ma3

— (81— 2r1 +Ug — 3A1 +Np3) Mag — (82— 2r2 + Uz — 3A2 — Nag) M3

Evolution equation foQ:

00Qn = 2(q—|— 1) Qn

(29—1)Q—3P— (81 — 2r; +2U; — 2A1) Q1 — (82 — 2rp +2Up — 2A2) Q,
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3  Weyl curvature
Components ofg:
11 = —3(02—r2—2A2) N1+ 1 (83— 13— 2Ag) Ny,
é[ (81— 11) A — (82— 12) Ap — (33— 13) Ag]
+ 3 (2Nf; — N2, — NZ3+ 2No2 N3z — NagNug — NuaNop2) — 3 (2NZ;— Ng; — Nfy)
+ 3311 —§ (28] — 35, 355 + 5 (2553 — 55, — Z1) - Gé Q2% -V —V3)

— Z(Wi— 2Ry) WA + 3 (W — 2Rp) Wo + & (W5 — 2Ra) Wh

Foyr = — % (03 —r3—2A3) le-l- (01 —r1—2A1) N2
% [2 (02 —r2) Ay — (03 —r3)Ag— (al —r1)Ad]
+ 5 (2NZ — N3 — Nf; + 2NaaNu1 — N1 Noo — N2 Nas) — 5 (2N5; — Nf, — NZ3)
Y
+3320—5(255,— 35— 20)) + § (255, — 23, — 253) — @Q(ZV%—V%—V%)

— 2(Wo— 2Ry)We + & (W5 — 2Rs)Ws + & (Wi — 2R1) Wy

—3(81— 11— 2A1)Npz+ 3 (82— 12— 2A2) Ngy

+ 5[2(03—r3)As— (01 —r1) A — (82 —12) A7)

+ % (2N§3— Nfl — N222+ 2N11 N2 — Npp N3z — NazNpq) — S% (2Nf2 — N223— N32,1)
Y

+ 3 %a3— §(2553— 35— 35) + 5 (250, — E55— 551 — @Q(ZV%—V%—V%)

Fzz =

= wn—x

— Z(Ws— 2Rg)Ws+ 3 (W — 2R)) W4 + (Vo — 2R,) Wp

— (03— 13— 2A3) (N11— No2) + 3 (81— 11— 2A1) Na1 — 3 (82 — 12 — 2A2) No3
(01— r1) A+ 3 (82— 12) Ar— 3 (Naz— Nuz — No2) Nio+ £ NosNay
(1-311—322)Z12— 3 523531 — Y owy,

G,

T2 =

+ +
ol Wk ok GﬂH

(Wi — 2R1) W — 3 (Wa — 2Ro) W

— 3 (01— 11— 2A1) (No2— Naz) + § (82 — 12 — 2A2) Ny2 — § (83 — 3 — 2A3) Nag
(02— 12) Ag+ £ (83 —r3) Ao — 3 (N11 — Noo — Nag) Nog+ S Naa Nio
(1-320—333) Sp3— 3531510 — % Qvavs

Jr
(Wo — 2Rp) W5 — £ (W5 — 2Rs) W

Tz =

+ +
ol Wk ok 07“—‘

— 2(82—12—2A2) (N33 — N11) + 3 (83— 13 — 2Ag) Nog — £ (81 — 11— 2A1) Ni2
(@3—r3) A1+ 3 (81— r1) Ag— 3 (No2— Naz— Nu1) Nap + S NioNog

(1—S33—311) S31— 3512503 — Y Qvavq
2G,

(W5 — 2Rg) Wi — £ (Wi — 2R) W5

Fzn =

+ +
ol Wk ok °7|H

Remark: A d3-adapted (1+2)-decomposition &g equivalent to that foE,g can be employed.



3 WEYL CURVATURE

Components af{g:

My = 3(@2-12—A2)Za1— 3 (83— r3—Ag)Z1o— 3 (N1z—Noo— Nag) I3
— FN22(Z11— 522) + 3 N33 (Zaz— Z11) + 3 (2Na3Z23 — N3y 231 — Ni2%12)
—2(@1—r1+2U1+A)W
+ $(@2—124+2Us+ A — 3N3y)Wo + § (83— 13+ 2Us + Ag — 3N12) W

Ihy = 1(03—13—Ag)Z12— 1 (81— r1—A1)Zo3— 3 (Np2— Nazg— Ni1) Zpp
— INa3(Z22— Z33) + 3 Nu1 (Z11— Z22) + 5 (2Ns1Za1 — Ni2Z12 — NogZog)
— 2(02— 12+ 22Uz +A))Wb
+ %(03— I’3+203+A’3—3N12)\N3+ 5—1) (01— r1+201+A1—3N23)W1

Hzz = 3(01—r1—A1)Zo3— 3(82—r2—A2)Z31— 3 (Na3— N1 — Np2) Za3
— IN11(Za3— Z11) + 3 Noo (T2 — Z33) + 3 (2N12%12 — Np3 T3 — N3y Z31)
— 2(83—r3+2Us+Ag) W
+ (01— 114201+ A1 — 3Npg) Wi + § (82 — 12+ 2Uz + Ax — 3Nap) Wb

Hiz = §(03—r3—Ag)(Z11—222) — § (01— 11— A +3Np3) Zar+ 5 (B2 — 12— Az — 3Na1) 2o
+ § (N33 — 2N11 — 2N22) T30 — 3 No2(S11+ Z22)
— 2(@1—r1+2U1+ Ay +Nog)Wo — 2 (82 — 12+ 2Up + Ap — Nag) Wo — £ (N1 — Noo) Vs
Fhy = £(@1—r1—A1)(Zoo—Za3) — g (82— 12— Ao+ 3Na1) Z1o+ £ (83— 3 — Ag — 3N1p) I3y
6
+ £ (Na1— 2Nz — 2N33) Zo3— 5 Nog (S22 + Z33)
— 3(@2— 12+ 2Uz+ Az +Nay)Ws — 2 (85— r3+2U3 + Ag — Nio) Wo — £ (N2 — Nag) W4
Hy = £(02-12—A2)(Zaz—211) — 3 (83— r2—Ag+3N12) Zo3+ g (01— r1— A1 — 3No3) 510
6

+ £ (No2— 2Nz — 2N11) 31 — 5 Na (Zaz+ Z11)
— 1(@3—r3+2Us+Ag+Nio)Wa — 2 (81— r1+2U1 + Ap — Nog) Wa — £ (Ngg — Nug) Vb

Remark: A dz-adapted (1+2)-decomposition &£z equivalent to that foE,g can be employed.
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